Volume arithmétique de certains flbrés en droites 
hermitiens sur une variété torique lisse 



Mounir Hajli 



Résumé 



Soit XÇS) une variété torique projective lisse sur Spec(Z). Si 0{D) est un fibré en 
droites équivariant sur X(T,), muni d'une métrique définie positive et invariante par 
l'action du tore compact de X(S)(C), nous montrons que son volume arithmétique 
s'exprime en fonction de la transformée de Fenchel-Legendre associée à sa métrique. 
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1 Introduction 

Soit X une variété arithmétique de dimension d sur Spec(Z). Si L est un fibré en 
droites muni d'une métrique hermitienne continue, le volume arithmétique de L est défini 
par : 

~ logCard{s€ff (X,/L)|||s|U P <l} 
vol(L) = hmsup ^./(d+i). ' 

C'est un analogue arithmétique du volume géométrique pour les fibrés en droites sur une 
variété projective définie sur un corps. 

Lorsque X est régulier, L est ample sur X et que la première forme de Chern, C\(L) 
est définie positive sur X(C), alors on a l'inégalité suivante : 



vol(L) >deg(ci(L) 
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qui une conséquence du théorème de Riemann-Roch arithmétique de Gillet-Soulé, cf. [7] 
(ou de la formule de Hilbert-Samuel due à Abbes-Bouche pQ). 

Le cas des variétés toriques a été étudié de manière intense par Burgos, Phillipon et 
Sombra dans [2J. Plus précisément, ils s'intéressent aux fibrés en droits équivariants munis 
de métriques continues, positives et invariantes par l'action du tore compact de la variété 
torique. En utilisant la structure combinatoire de ces variétés, ils établissent une corres- 
pondance entre ces métriques et une classe de fonctions concaves sur un espace vectoriel 
attaché à la variété. Moyennant cette correspondance, ils expriment le degré arithmétique 
comme étant l'intégrale d'une fonction concave donnée, sur le polytope associé au fibré. 

Quant au volume arithmétique, il a été étudié par Moriwaki dans le cas de l'espace 
projectif et pour un exemple précis de métriques, cf. jllj . Il établit une formule analogue 
au cas du degré arithmétique. 

En s'inspirant de [TT], nous étendons certaines de ses résultats aux variétés toriques 
lisses. Le principal résultat de cet article est le théorème suivant, cf. (I3.13P : 

Théorème 1.1. Soit X(E) une variété torique lisse, et O(D) = (0(D),h) un fibré en 
droites équivariant muni d'une métrique définie positive, h, qui soit invariante par l'action 
de tore compact de X(E)(C). Alors 



où 0/j = {x G Au I gh{x) > 0} avec Ad est le polytope associé à 0(D). 

Ce résultat s'étend aux variétés toriques XÇE) singulières. En effet, on peut trouver 
un morphisme birationel équivariant XÇE') — ï XÇE) tel que X(S') soit lisse, et par in- 
variance du volume arithmétique, cf. |ÏÏÏ| théorème 4.3], on établit une formule analogue 
pour le volume arithmétique dans ce cas. 

Dans ([2]), nous rappelons la construction des variétés toriques, et la description des 
fibrés en droites équivariants sur ces variétés en terme de la combinatoire de la variété. 
Nous terminons par un résultat utile dans la suite, cf. (12.221) . qui décrit l'image d'une 
variété torique par morphisme équivariant dans un espace projectif. 

La première partie de regroupe les définitions des différents objets qui seront étu- 
diés dans ce texte. Nous décrivons dans (13. ip . les sections petites d'un fibré en droites 
équivariant muni d'une métrique définie positive et invariante par l'action du tore com- 
pact. Pour cela, nous commençons par déterminer l'ensemble des sections petites pour la 
métrique L 2 pour les différentes puissances du fibré en droites hermitien en question, et 
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par l'inégalité de Gromov on déduit ceux de normes sup inférieur à 1. 

Dans ( 13.2p . nous rappelons les trois types de positivité sur un fibré en droites hermitien 
C°° d'après Moriwaki, ces notions s'étendent grâce à la théorie développée dans [8j aux 
métriques admissibles. Nous montrons en particulier, qu'un fibré en droites équivariant 
muni de sa métrique canonique n'est pas gros, c'est l'objet de la proposition (13.5p . 

Etant donné O(D) un fibré en droites muni d'une métrique hermitienne C°° définie 
positive, nous montrons le résultat suivant, cf. (13.71) : 

Proposition 1.2. Soit O(D) un fibré en droites hermitien muni d'une métrique définie 
positive. On a 

1. O(D) est ample si et seulement si gh{e) > ; Ve G H Z d . 

2. O(D) est nef si et seulement si gh{e) > ; Ve G A D D Z d . 

3. O(D) est gros si et seulement si <?h(0) > 0. 

La preuve suivra la méthode de [llj . En s'inspirant de nous établissons le théorème 
(13.13p . donnant une formule pour le volume arithmétique pour un fibré en droites défini 
positif. Nous généralisons ce résultat à deux classes de métriques non nécessairement C°° : 

Si 0(D) admet une métrique continue qui peut être approchée uniformément par une 
suite de métriques définie positives C°°, alors on a le résultat suivant, cf. ( I3.14p : 

Proposition 1.3. SoitXÇE) une variété torique lisse de dimension d, etO(D) = (O(D), h) 
un fibré en droites muni d'une métrique hermitienne continue h. On suppose qu'il existe 
une suite (hk)ke^ de métriques hermitiennes C°° définies positives sur O(D) qui converge 
uniformément vers h, alors 

Q(ÔCD)) = (d+l)! / g h . 

J<3>h 

Si O(D) est positif, mais pas ample, en d'autres termes, ce fibré ne vérifie pas les 
conditions de la proposition précédente. Alors, nous établissons, modulo quelques hypo- 
thèses, une généralisation du théorème (13.13p . cf. (13.14p . 

Remerciements : Je tiens à remercier Vincent Maillot pour ses conseils et ses remarques 
autour de ce travail. 

2 Rappels sur les Z- schémas projectifs toriques 

Soit iV ~ 7L d un Z- module libre de rang d dans lequel on a choisi une base e\, . . . , e^. 
On note M=Homz(iV, Z) son Z-module dual. On obtient un accouplement non dégénéré : 
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<,>: M x N — > Z 

On pose A^k = N®%M. et Mr = M®jjsi. Ce sont des IR-espaces vectoriels de dimension 
n. L'accouplement ci-dessus s'étend en une forme bilinéaire non-dégénérée : 

<, >: M M x N R — ► M 

Définition 2.1. On appelle cône polyhédral rationnel dans N ou plus simplement cône 
tout ensemble a Ç jV K de /a forme : 

a = T lieI R + n i 

où (riijiçi est une famille finie d'éléments de N. La dimension de a est définie comme la 
dimension de l'espace vectoriel réel engendré par les points du cône a : 

dima = dim K (Vect(cr)) = dim K (cr + (— er)) 

On définit le dual a* (resp. l'orthogonal a^) du cône a de la façon suivante : 

a* = {v G M M :< v,x >> 0,Vx G a} Ç M K , 
a 1 = {v G M K :< v, x >= 0, Vx G a} Ç M R 

Définition 2.2. On cto çue r Ç a est une face de a, et on note r < a, si l'on peut trouver 
v G a* tel que : 

r = a n {v}- 1 

Définition 2.3. Un cône o est dit strict s'il ne contient aucune droite réelle. 

Définition 2.4. Un éventail de est une famille finie S = {a} de cônes stricts de 
tels que : 

- Si a G S alors toute face r de o appartient à S. 

- Si a, a' G £, alors a R o' est une face à la fois de a et de a' . 
La réunion |£| = U ae -£,a est appelée le support de S. 

Définition 2.5. Soit a un cône strict de iV R , on note = M D a* . 

Grâce à Demazure Q3J), on peut associer à tout éventail S sur Z d un schéma 7r : 
X(E) — ► Spec(Z). 

Définition 2.6 (Variétés toriques affines associée à un cône a). . Soit a un cône strict 
de N^, on note U a le IL-schéma : 

U a = Spec(Z[Y a ]) 
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Proposition 2.7. Le Z- schéma JJ C est affine, normal, plat sur SpecÇZ), à fibres géomé- 
triquement intègres. 

Proposition 2.8. Soit t < a, l'inclusion ,5^ a Ç ,5^ T induit un morphisme canonique 
U T — > U a ; c'est une immersion ouverte de Z-schémas 

Démonstration. Voir [31 §4, lemme 1], et aussi [12, th. 1.4] □ 
Soient a et a' deux cônes d'un même éventail E. On a le digramme suivant : 




La proposition précédente permet de recoller U a et U a i le long de U an a' ■ Plus généra- 
lement on pose la définition suivante : 

Définition 2.9. Soit E un éventail. On appelle variété torique associée à l'éventail E 
et on note X(E) le schéma obtenu par recollement des U a , a parcourant E à l'aide des 
immersions ouvertes Uo- na > M- U a et U an(T i ^ U a >, pour a, a' E Si. 

Notons que par (I2.8P on a l'inclusion ouverte naturelle : 

T = U {0} = Spec(Z[M]Y ^ X(E) (1) 

Proposition 2.10. Le Z-schéma V(E) est plat sur Spec(Z) , normal, séparé, intègre, de 
dimension absolue d+1, à fibres géométriquement intègres. 

Démonstration. Voir [21 §4, lemme 1], et aussi [12, th. 1.4] □ 

Proposition 2.11. La variété torique V(E) est propre sur Spec(Z) si et seulement si E 
est complet (i.e; |E| = TVr ). 

Remarque 2.12. Dans la suite, toutes les variétés toriques provenant d'un éventail seront 
supposées propres. 

Définition 2.13. Soient (N, E) et (N', E') deux éventails, avec N ~ Z d et N' ~ Z d ' ; un 

morphisme d'éventails tp : (N', E') — > (N, E) est un morphisme de Z-modules ip : N' — > 
N telle que l'application induite ip^ : — > définie par extension des scalaires à 
partir de (p, vérifie : pour tout a' G E' ; il existe a £ Y, tel que <£>(a~') Ç a. 
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Soit tp : (N', S') — > (N, S) un tel morphisme d'éventails. On construit à partir de ip un 
morphisme équivariant ip* : X(E') — > X(E) de la façon suivante : On note t p> : M — y M' 
la transposée de ip et *</?r : Mr — >■ M R l'application définie par extension des scalaires à 
partir de t ip. Soient a' G £' et cr G S tels que <^r(ct') C cr. De l'inclusion *<^r(ct*) C cr'*, on 
tire que Vk(^o-) C S? a i . On dispose donc d'une application t ip : — > S^ a i qui induit 
un morphisme équivariant ip* : U a r — > XJ a . En particulier, si l'on prends o' = {0} et 
a = {0}, on obtient le morphisme de tore : 

y?* : T' = Spec(Z[M'}) — > Spec(Z[M}) = T 

induit par l'application t tp : M — y M'. La proposition suivante affirme qu'on peut 
recoller ces constructions locales pour obtenir un morphisme globale équivariant et 
donne une condition nécessaire et suffisante sur <p pour que <p^ soit propre : 

Proposition 2.14. Soit un morphisme d'éventails p> : (N 1 , S') — y (N, £). Le morphisme 
de tores algébriques : 

V?*:T' = Spec(Z[M'}) — y Spec(Z[M}) = T 
induit par l'application duale '<^r : Mr — > M^, se prolonge en un morphisme : 

V?* : X(S') — > 

Le morphisme <p* est équivariant sous l'action de T' et T. De pfcts, (p* est propre si et 
seulement si : 

^ 1 (|S|) = |S'|) 

Démonstration. On peut consulter [T2| proposition. 1.13 et 1.15] □ 

On considère S un éventail complet, de sorte que la variété torique associée X(TH) soit 
propre. On note par n, . . . , Ta les demi-droites de S et Ui, . . . , Ud leur générateur dans N, 
c'est à dire les éléments de N tels que r, H iV = Zttj. A tout on peut lui associer un 
schéma irréductible de codimension 1 invariant sous l'action de T, cf. par exemple 

Définition 2.15. On appelle diviseur invariant élémentaire ou simplement diviseur élé- 
mentaire et on note Di le cycle associé à V(Tj). 

Proposition 2.16. Tout diviseur de Weil D sur XÇE) horizontal invariant par T est de 
la forme : 

d 

D = ^a i D i , (at G Z) 

■i=i 
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Démonstration. Cela découle de j3j §4, proposition 2], On pourra également consulter [T2| 
proposition 1.6] et jU §3.1]. □ 



Définition 2.17. On dit qu'une fonction ip : — > M est linéaire par morceaux sur S si 
la restriction de ip à chacun des cônes a de S est définie par une forme linéaire m^^ G M 

Proposition 2.18. Un diviseur de Weil horizontal T-invariant D = Yli=i a %Di sur XÇE) 
provient d'un diviseur de Cartier si et seulement s'il existe une fonction ip : Nj& — > K 
continue et linéaire par morceaux sur S telle que ip{uj) = —ai pour (1 < i < d). Si elle 
existe, une telle fonction ip est unique 

Démonstration. Voir [T2] proposition 2.1] et jU p. 66] □ 

Définition 2.19. Soit D un diviseur de Cartier sur XÇE) horizontal et T-invariant, on 
appelle fonction support associée à D et l'on note ipjj la fonction définie par la proposition 
ci-dessus. On notera la forme linéaire définissant ipo sur a G S. 

Proposition 2.20. Si (p : (N', S') — > (N, S) est un morphisme d'éventails et D un 
diviseur de Cartier T-invariant sur XÇE) de fonction support ipu, alors le diviseur de 
Cartier T-invariant ((p*)*(D) sur X(S') admet ipp o (p comme une fonction support. 

Démonstration. Voir [8] proposition 2.3.8]. □ 

Proposition 2.21. Soit D = Y^t=i a i^ ) i un diviseur de Cartier horizontal T-invariant et 
0{D) le faisceau inversible associé à D. On note le polytope convexe de Mjj défini 
par les inéquations suivantes : 

A D = {v G M M ,< v,u >> ip D , Vm G N r }. 
Le %-module des sections globales de O(D) est donné par : 

H\X{Y),0{D))= Z x m 

m&A D nM 

Démonstration. On peut consulter [T2| lemme 2.3] et jU p. 66], les arguments donnés sur 
C s'étendant immédiatement à la situation sur Spec(Z). 

□ 

Soit XÇE), une variété torique définie par un éventail S, et un fibré en droites 0{D) 
sur V(E) équivariant engendré par ses sections globales. Ce dernier définit un morphisme 
équivariant de XÇE) vers l'espace projectif de dimension Card(A^ H M) — 1. Nous allons 
décrire l'image de X(E) par ce morphisme, c'est l'objet de la proposition (12. 22p . Ce ré- 
sultat nous servira dans la suite pour étudier le volume arithmétique associée à un fibré 
en droites équivariant positif. 
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On note par k, un corps algébriquement clos. Soit T d = (k x ) d le tore algébrique et 
F n (k) l'espace projectif de dimension d et n respectivement. Soit A = {ao, . . . ,a n } une 
suite de n + 1 vecteurs de 7L d . 

L'ensemble A définit une action de T d sur W n (k) : 

* A : T d x F n (k) — > F n (k), (s, x) ->■ (s ao x : • • • : s a "x n ). 

On note par l'adhérence de Zariski de l'image de l'application monomiale : 

*A,i-=*A\i-T d ^¥ n (k), s ^ (s ao : ■ ■ ■ : s a ") (2) 

C'est une variété torique projective au sens de Gelfand, Kapranov et Zelevinsky cf. 
[5], c'est à dire une sous-variété de F n (k) stable par rapport à l'action de T d , avec une 
orbite dense X° A 1 := T d * A 1 . 

Proposition 2.22. Soit XÇE) une variété torique de dimension d provenant d'un éventail 
et 0(D) un fibré en droites équivariant qu'on suppose engendré par ses sections globales. 
On définit un morphisme équivariant associé à D, qu'on le note de la façon suivante : 

$ D ; X (E) — > F\ 

X I > (x m (x))ni£K D nM 

où on a choisit un ordre sur les éléments Ad H M, n = Card(A j o H M) — 1. 
Alors il existe B un sous ensemble fini de vecteurs de 1* d , tel que l'image de X(E)(C) 
par $d coïncide avec Xq^. 

Démonstration. Par ( 12.14p . $o provient d'un morphisme d'éventails 

(^:(Z d ,S x )^(Z",S) 
où £ est l'éventail de XÇE) et E P n celui de PJ. 

On pose Cfc = <^(e^)p pour 1 < k < d, et on note par B la matrice d'ordre n x d qui 
a pour colonnes Ci, C2, . . . , Q. Si l'on note par bj pour j — 1, . . . , n, les lignes de B, alors 
t (p, le morphisme dual de tp, s'écrit : 

V : Z" !► Z d 

m 1 — > l B ■ m, 

où t B est la matrice transposée de B. 



1. ej^ désigne la fe-ème vecteur de la base usuelle de Z d . 



8 



Le morphisme <p induit l'homomorphisme de Z-algèbres suivant 

Z[Z n ] — » Z[Z d ] 



x 1 — > X 



(3) 



Comme 



t <p(eV)= t B-e < f\e Z d ) 

d 



3=1 



alors (El) devient 



Z[Z n ] — » Z[Z 



(4) 



Soit s e Spec(Z[Z d ])(fc) = (k x ) d , on a : 

s = (s 1 ,...,s d ) = (X^\s),...,X^\s)). 
Ce point s'envoie par $£> sur 

(1, X^- Kjef (s)) . . . } X ^U M* ( s )) = (1, ;Q xM* (a), . . . , JJ X 6 - e f ( a )) 

3=1 3=1 
= (l,5 6l ,..., S 6 «). 

(puisque X bk < je i (s) = s**'' pour j — 1, . . . ,d). 

On conclut que le morphisme coïncide sur {k*) d avec : 

(A; x ) d ^P n (A;) 

s— ►(M\..., S 6 »). 

On termine la démonstration en rappelant que x we -> J sont les sections globales de 
0{D) qui correspondent à l'ensemble A D (1 M (cf. (0T2Ô|) V □ 



3 L'amplitude arithmétique sur les Z-schémas toriques 
lisses 

Dans (13. ip . nous allons décrire l'espace des sections petites d'un fibré en droites hermi- 
tien défini positif en fonction de la transformée de Fenchel-Legendre associée, c'est l'objet 
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de la proposition ( 13.2p . Nous suivrons le raisonnement de [llj, et nous utiliserons de ma- 
nière cruciale l'inégalité de Gromov cf. (13. 1|) . 



La partie (13. 2p est consacrée à l'étude de la positivité arithmétique des fibrés en droites 
hermitiens positifs sur une variété torique lisse, nous commencerons par rappeler les dif- 
férents types de positivité d'après Moriwaki. Le principal résultat de cette partie est le 
théorème (13.13p . qui exprime le volume arithmétique d'un fibré en droites équivariant 
muni d'une métrique définie positive, en fonction de la transformée de Legendre-Fenchel. 
Nous étendons ce résultat dans deux directions : La première la métrique est continue 
et peut être approximer uniformément par une suite de métriques définies positives. Le 
deuxième direction traite le cas plus général d'une métrique positive sous certaines hypo- 
thèses, nous utiliserons la continuité du volume arithmétique pour démontrer un résultat 
analogue. 

Soit Q un Z-module libre de rang d, P son dual et S un éventail sur Qr. On considère 
le schéma torique XÇE) associé qu'on supposera lisse dans la suite. Soit O(D) un fibré 
en droites équivariant ample sur X(E). Soient \I/ la fonction support et Ad le polytope 
associés O(D). 

On munit O(D) d'une métrique hermitienne définie positive h, qu'on suppose inva- 
riante par l'action du sous-tore compact {t G T(C) | \t\ = 1}. Dans la suite, on notera le 
fibré O(D), ainsi métrisé par (O(D), h), O(D) ou plus simplement par D. 

Le quotient de X(S)(C) par le sous-tore compact jt G T(C) \\t\ = l} est la variété 
à coins associée, noté X(£)r >0 . L'ouvert dense X(E)^ >o de cette variété s'identifie à 
Hom(P, R>o), cf. jU § 4], et puisque Qr ~ Hom(P, R) alors on a la paramétrisation 
suivante donnée par l'exponentielle usuelle : 



Si Sq, est une section rationnelle équivariante, tel que div(s^) = D, alors on pose 



et on note par g h, la transformée de Legendre-Fenchel de g^ qui est par définition : 





g h (u) = log||s*(exp(-w))|| ft Vu e Qr, 



g h {x) := m 

«6. 



((x,u) -g h (u)), Wx e Pr. 



On montre que g h est finie si et seulement si x G A £> et on pose 




(5) 
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Comme la métrique h est définie positive, alors on peut munir X(S)(C) de la métrique 
définie par C\(0(D), h), et on pose 



n h := Cl (0(D)) d , 

j xCl {0{D)) d 

qu'on appellera la forme volume normalisée associée. 

On définit alors un produit hermitien sur H°(X(H), 0(D))<c, qu'on note (-,-) L 2 h , en 
posant : 

l \ s ^)h\h= h(s,t)Q h et \\s\\ L 2 ih := \/{s,s) L2 ^ (6) 

pour s, te H (X(E),O(D)). 
On pose 

H° L2 (X(Z),D) := {s E H (X(Z),O(D)) \ \\s\\ L 2 >h < l}. 
On peut aussi munir H°(X(E), O(D)) de la métrique suivante : 

|HU P := sup ||s||(x), pour s eH (X(Z),O(D)). 

xex(s)(c) 

On pose 

H°(X(Z),D) := {s G H°(X(i:),D) \ \\s\\ sup < l}, 
appelé l'espace des sections petites de D. 

3.1 Espace de sections petites d'un fibré en droites défini positif 

Proposition 3.1. // existe une constante C > telle que, pour tout entier k > et pour 
toute section holomorphe s de E (g) L k , on ait 



I ^ Il sup 



< CVk\\s\\ L 2. (7) 
Démonstration. Une démonstration est donnée dans |6j. □ 

Proposition 3.2. On fixe l, un entier positif non nul. On a : 

1. H°(X(E), ÎD) ^ {0} si et seulement si lQ h n Z d ^ 0. 

2. Si lQ h nZ^0, alors ÎD)) ^ = ® e&Qh ^ V ■ 
Pour la preuve, on suivra le raisonnement fait dans [11] . 
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Lemme 3.3. Sait (j) G H° L2 (X(T,),ID), si on écrit 

eeiA D nP 

alors {e | c e 7^ 0} C l®h- 

Démonstration. On peut supposer 7^ 0, Posons {e | c e 7^ 0} = {ei, . . . , e m }, avec 7^ ej 
, si i 7^ j. Soit ej un point extrémal de Conv{e\, . . . ,e m }. Montrons que G l®h- On 
peut supposer que i — 1. 



On a, pour tout G N>i, 

fci! • • • />•„,! 



h J ... Je I ei e mA A 

fei,...,fe m ez> 

felH Yk m =k,k\^k 



On vérifie que ke x 7^ fciei + ■ — h k m e m , pour tout fci, . . . , k m G Z> tels que fci + • — h 
k m = k et ki k. Sinon, ei = (^z^") e 2 H — • + (jz 1 ^)^- Cela contredit le fait que ej est 
un point extrémal de Conv (e 1; . . . , e m ), par suite on peut écrire 

/ = < X fcei + £ c' e , X e ', 

e'eZ| ,eVfcei 

cela implique que 

<0 fc , = cg < x te S X kei ) L ,^u + (réel positif ), 

(on a vérifié que (x ei • • • X er , X e ' 1 • • • X^)^^ = 0, si (ei, . . . , e r ) ^ (e[, . . . , ej.)). 
De cela, on déduit que 

< , X kei > L2 ifc8H < 1 , (rappelons que cg G Z) . 
Notons par s , . . . , s n les sommets du polytope A D , où n = Card(A£> n F) - 1. 

D'après (12.22p . il existe B = {bo, ■ ■ ■ ,b n } un sous-ensemble de Z d tel que (Quitte à 
réordonner les indices) on a : 

x s >(t)=t b * Vt G T P i = 0,...,n. 

On peut supposer que eo = et s = 0. 
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Par hypothèse, ei G (lAp) R P. Il existe donc des rationnels positifs Ai, . . . , A n avec 
YZ=1 ^ - tels ( l ue 



i=l 



Posons /3j := Aji pour z = 1, . . . , n et /3 := (61, . . . , B n )). Alors 

n n 

x fce i = JJ = Y[ t fc/3A MteTp VA; G N. 

i=l i=l 

Comme est invariante par le sous-tore compact de Tp, soit donc t G Tp, si m est 
l'élément de Qp vérifiant exp(— m) = alors 

log 1 1 x fcei 1 1 (t ) = log 1 1 X fcei 1 1 fc ^ ( ex P ( ) 



^ k/3i(bi, u) - kl 9h 

i 

-«((Et'"> 



où on a noté par *S la transposée de la matrice B, dont les lignes sont b\, 62, • • • , &n- -B 
définie un homomorphisme de Z-modules de Q vers Z n associée au morphisme voir 
proposition (12.22p . 
On a donc, 

l|x feei |L i9h , sup = exp(-^(^)). (8) 
Par ( 13. ip . il existe une constante C > 0, telle que 

lk fcei |l^ h , SU p<^||x fcei || L2 ^ VA;GN. (9) 
Comme on a montré que 

||x fcei |U^«<l, VA;GN, 

alors, 

ex p(-^(^)) = llx^llïLn* < chà Wk G N>i 

Par passage à la limite, on obtient : 
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En remarquant que ei = t B ■ j3, (en effet, comme s, = (V)( e ! ; ) pour i = 0, 
e i = * XXi ^ = (V) ET=i ) =t B ■ f3 ), on conclut que 

ei g (ze h ) n p. 

Soit e^, . . . , ej 5 les points extrémaux de Conv(ei, . . . , e m ), alors 

Conv(ei, . . . , e m ) = Conv(e ii; . . . , e iq ) Ç 
Ce qui termine la preuve de la proposition (13.21) . 

3.2 Positivité arithmétique 

Soit X une variété arithmétique projective et 0(D) un fibré en droites hermitien C°° 
sur X. En suivant |9j, on définit trois types de positivité pour O(D) comme suit : 

- ample : O(D) est ample si O(D) est ample sur X, et la première forme de Chern 
C\{0{D)) est définie positive sur X(C) et, pour l assez grand, H°(X,ID), est en- 
gendré comme Z-module, par l'ensemble : 

{seH°(X,lD)\ |HU<1}. 

- nef : O(D) est dit nef si a(0(D)) est positive et dêg(C(D) |r ) > pour tout 
sous-schéma fermé de dimension 1 dans X. 

- gros : O(D) est gros si 0(D)q est gros sur Xq et il existe l un entier non nul et une 
section non nulle de H°(X,ID) tels que ||s|| sup < 1. 



. . . , n,u , alors 



□ 



Remarque 3.4. La géométrie d'Arakelov développée dans [8J permet d'étendre ces trois 
définitions aux fibrés en droites munis de métriques admissibles. 

Proposition 3.5. Soit XÇE) une variété torique lisse de dimension d, sur Spec(Z). Soit 
0{D) oo un fibré en droites équivariant hermitien muni de sa métrique canonique. On a 

#°(X(£),ÔÔD) J = {± X m | m G IAd n Z d } U {0}. 

En particulier, OilD)^ n'est pas gros. 

2. Les vecteurs . . . , éh^ désignent la base standard de M n . 
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Démonstration. On considère P d , l'espace projectif de dimension d et on va montrer que 
0(1)^, le fibré en droites standard muni sa métrique canonique, n'est pas gros. En ef- 
fet, fixons un entier positif non nul l et soit P G H (F d ,O(l) oo ), c'est à dire P est un 
polynôme homogène de degré l à coefficients entiers non nul qui vérifie ||P||oo,sup := 
su PxeP d (c) Ir IlooW < 1. 

On a donc, ||-P||oo(^) = m a X (\x l^,\x d \y = \ P ( X )\ ^ 1 P our tout x e donc 

M(P) := — \— r ■■■ f V log \P(e ie °, . . . , e ie «)\d9 ■ ■ ■ dd d < 0. 

D'après [SJ § 7.3.] /Wf) (di v (-P))î ^ a hauteur canonique du cycle div(P) est donnée 
par la formule suivante : 

h m Jdw(P)) = M(P). 
Or, cette quantité est positive d'après [El proposition 5.5.7], on conclut que M(P) = 0. 

Comme log|P| est une fonction continue sur (S 1 )™, alors on obtient que \P\ = 1 sur 
(E> l ) d . On écrit P = Yli>ei a uX l ', avec / un sous ensemble fini de éléments de N d et a v sont 
des entiers pour tout v G /. On a donc, 1 = \P(e l6 )\ 2 = Ylvei a v e Yluei a v&~ pour 
tout 9 G M d , c'est à dire Yluu'&i a v a v'é l ^ v ~ v '^ = 1. En intégrant sur (S 1 )™, on obtient 

Comme tous les a v sont des entiers, on en déduit qu'il existe vq G /, tel que a v = si 
v ^ u et \a Vo \ = 1. 



Par suite 



P hX 1 ' et II PII — ! ! — 1 

1 — ^-SV , CL ||J ||oo,SUp — . . . . — L - 





X v °\ 




max( \xq 







Donc, 0(1) n'est pas gros, et on a : 



H°(F d z , O(i) J = {±X V | z, G ZA 0(1) n Z d }. (10) 



D'après [El proposition 5.5.7] on a que 0(1)^ est nef. 

Par les mêmes arguments, on conclut que tout fibré en droites équivariant engendré 
par ses sections globales (resp. ample) muni de sa métrique canonique sur une variété 
torique lisse est nef, mais pas gros. 

□ 
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Soit O(D) un fibré en droites hermitien muni d'une métrique continue sur X, le volume 
vol(0(D)) de O(D) est défini comme suit : 

-„75mTï logCard{s 6 H"(X,Q(ID)) | ||s|U up < 1} 
vol(0(D)) = hmsup mM/{d+1)! ' 

C'est l'analogue arithmétique du volume d'un fibré en droites sur une variété projective 
sur un corps. 



Exemple 3.6. D'après (dU}, Card(#°(Pf, 0(0 J) = 2Card(#°(P^, 0{l)) + l = 2( d f) + l. 
Par la formule de Stirling, on a pour l ^> f 



donc 



lQ g( 2 ffl + X ) _ (/ + d) log(Z + d) _ logZ 

J^L ~ l d + l /(d+l)\ ~ 
{d+iy. 1 y ' 



log(2(^) + l 



vol(C(l) 00 ) = limsup 



id+i 



(d+iy. 
= 0. 

Plus généralement, sur une variété torique lisse, le volume arithmétique d'un fibré en 
droites équivariant muni de sa métrique canonique est nul. 



Proposition 3.7. Soit O(D) un fibré en droites hermitien muni d'une métrique définie 
positive. On a 

1. O(D) est ample si et seulement si ^h(e) > ; Ve G H Z d . 

2. O(D) est nef si et seulement si ^(e) > 0, Ve G A D D Z d . 

3. O(D) est gros si et seulement si gh{0) < 0. 

Démonstration. 1. Si ^(e) > 0, Ve G A D fl Z d , alors ||x e ||su P < 1, Ve G A D fl Z d , cela 
implique que (IA D ) H Z d Ç (lQ h ) n Z d , V/, par suite 

({s G H°(X(E) Z ,W) | || S |U P < 1}> Z = H°(X(E) Z ,ID), V/ > 1, 



c'est à dire que O(D) est ample. 



Réciproquement, supposons que O(D) est ample. Il existe l 3> 1, tel que H°(X, ID) 
est engendré comme Z-module, par l'ensemble : 

{4>eH (xjD)\\\4>\\ sup <i}. 
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Soit un élément non nul de cet ensemble. Il existe des entiers c e , où e G IAd D P, 
tels que : 

ee«A D nP 

Comme (j3.3j) . on pose {e | c e 7^ 0} = {e 1; . . . , e m }, et on choisit un point extrémal 
de Conviei, . . . , e m }, qu'on peut supposer égal à ei. 
On a, pour tout k G N>i, 

Ek\ 
h ! £■ ! ei ' ' ' ' ' ' * 

fci,...,fc m e£>o 

felH Yk m =k,k\^k 

On vérifie que fcei 7^ fciei + ■ • • + k m e m , pour tout ki, . . . ,k m G Z> tels que fci + 

\- k m = k et ki ^ k. Sinon, ei = (^^j-)e 2 H h (^^-)e m . Cela contredit le fait 

que ei est un point extrémal de Conv(e\, . . . , e m ), par suite on peut écrire 

0" = c k eiX kei + c é'^'> 

e'eZ5 Q ,eVfcei 



-*% hW = cg (% fce \ X* e % b «u + (réel positif 



cela implique que 

(on a vérifié que (x ei • • • X° r , X e ' 1 • • • X e ' r ) L 2 A mi = 0, si (ei, . . . , e r ) ^ (e[, e' r )). 
De cela, on déduit que 

{x ke \X kei ) L 2^M < (<p h , , (rappelons que cg G Z). 

alors, 

(x kei ,X kei ) L ^ kl <HC P V*eN>i. 
D'après (M) et Q, on a 



,ei 
/ 

Donc, par passage à la limite, 



exp(-klj} h &)) < CVkMZ VA; G N>i- 



%(y) > -21og |,< -us,,,,- 



Donc, 



&( y) > 0, 



17 



On conclut que, pour tout c e 7^ 0, on a 

9h(j) > 0. 

Pour terminer, comme {(fi G H°(X, ID) \ ||0|| SU p < 1} engendre H°(X, ID), alors pour 
tout e G IAjj D P, il existe tel que c e 7^ 0. 

On conclut que 

g h {e)>0 Ve6A D nP. 

2. Soit À > 0, et posons h\ := e~ x h, alors 0(D) X le fibré en droites O(D) muni de la 
métrique /i\ est ample, puisque gh x ( e ) = <ft(e) + À > 0, pour tout e G A/) R Z d . Si 
T est un sous-schéma fermé de X de dimension 1 alors deg((0(D) x )\ r ) > 0, VA > 0. 
Par continuité, on déduit que deg(0(D), ) > 0, c'est à dire O(D) est nef. 



Supposons que O(D) est nef. En considérant 7^ pour i = 0, . . . , d, alors on a 
0<dei(ÔCD) k ) = I^(e,.). 

3. Si O(D) est gros. Par définition, il existe une section G H°(X, ID) pour un certain 
/ ^> 1, avec | ] 1 1 sup < 1. Alors, comme pour le cas ample, il existe e G IAjj D P tel 
que : 

^(y)>-21og||0|| sup >O. 
Comme -g h {0) > min ueR d(< f,u > -g h {u)) = &(f), donc, 

0fc(O) < 0. 

Réciproquement, supposons que 5^(0) < 0. Comme g h est concave et C°°, alors : 

g h {u) - g h {0) < Vg{0) ■ u, Vu G M d , 
alors, en posant v := Vg(0), 

= min(< v,u > +g(u)) < g(0) < 0. 

Par le lemme (13. 8p . g^ est continue. On peut donc supposer que v G O^ D Q d . Il 
existe Z un entier positif non nul tel que Iv G lOh D Z d . Si on pose e := Zt> , alors la 
section X e e H°(X(E),ID) vérifie : 

g 

||x e |Lp = exp(-lg h (j)) = exp(-lg h (v)) < 1, 
donc, O(D) est gros. 

□ 
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Si / : R n — > R U {±} une fonction convexe, alors on pose dom(f) = {i G 1™ f(x) < 
+00}, si C est un sous-ensemble de R n , on note par Int Re(C) l'intérieur relatif de C, cf. 

m p-44]. 

Lemme 3.8. Soit f : R™ — > R U {±00} une fonction convexe, alors f est continue sur 
In Re(dom(f)) . 

Démonstration. Voir [T3"| théorème 10.1] □ 

Remarque 3.9. Avec les notations de [TU théorème 2.3], on a : D a est ample (resp. nef) 
si et seulement si a(z) > 1 Vi = 0, ...,n (resp. a(i) > 1 Vz = 0, ...,n). Remarquons 
que a(i) = <£> a (ëi ), Vi = 0,...,n, où (ej) <i<„ est l'ensemble A m fl Z n , aussi |a| = 

^a(0,...,0). 

La suite de cette section est consacrée à la preuve du théorème ( 13. 1 3[) et à quelques 
généralisations. Comme dans [11], on suivra sa preuve qui sera adaptée au cas torique. 



Théorème 3.10. Soit O(D), Ai,. . . ,A n des Q—fibrés en droites hermitiens C°° sur X , 
on a 

lim vo\(0(D) + eiÂi + • • • + e n Â n ) = vol(0(D)) 

ei,...,e„eQ 
fiB0,...,e„i->0 

Démonstration. Voir [T0"| Théorème 5.4]. □ 

Lemme 3.11. 

r logCard(jf° 2 (X,LD) 
vo\(D) = hm —7^ . 

v ' 1^00 l d /d\ 

Démonstration, voir [TU Lemme 2.1]. □ 

Lemme 3.12. Soit un sous-ensemble convexe compact de R d tel que Vol(@) > 0. Pour 
tour l un entier positif non nul, soit Ai = (a e ,e')eef&ienz d une matrice réelle symétrique 
définie positive indexée par 10 fl Z d , et soit K[ le sous-ensemble de M} enZd ~ j^Card(«enz d ) 
donné par 

K t = {(x e ) G R ienzd | a ^x e x é < 1}. 

e,e'€lQnZ d 

Supposons qu'il existe D\, D 2 deux constantes positives et une fonction continue <p : — > 
R tels que 

|log(— )-Mj)\ <D 1 \og{ï) + D 2 

pour tout l un entier positif non nul et e 6 16 fl Z d . Alors on a 

logCard(^nZ i0nZd ) 1 f , . , 
hmmf — > - Jj{x)dx 

19 



En plus, si Ai est diagonal et a eje ' < 1 Ve, é G 10 H Z pour tout l, alors 

, logCard(^nZ ienZd ) 1 /• . , , 
itS, ^ = 2 ie 

Démonstration. Voir [TT| Lemme 2.2]. □ 



Théorème 3.13. Soit XÇE) une variété torique lisse, et O(D) = (0(D),h) un fibré 
en droites équivariant positif telle que h soit invariante par l'action de tore compact de 
X(S)(C). Alors 

vol(D) = (d + 1)! / g h {x)dx. 



Plus généralement, si O(D) est C°° et positif, on a : 

Q(Ô(D))>(d+l)! / fe. 

Démonstration. On commence par démontrer le théorème pour h une métrique définie 
positive, et on déduira le cas général en utilisant le théorème f)3.10p . 

Soit l un entier positif non nul. Posons A\ = (a e , e ')e.e'e2enz d avec a e,e' =< X e i X e ' >■ 
On a Oh est compact et convexe et considérons la fonction : — y R et Ki l'ensemble 
donné par 

K X = {(X e ) G M' 9nZd | ^ a e ,e^e^ < 1}- 

e,e'eienz d 

Soit e6l6fl Z d . Comme x e es ^ une section globale de 0(lD), d'après (13. ip . on a 

||X e ||«g ;i ,sup < Cv / /||x e || L 2 ih ( 8 i. 

On a aussi, 

||X e ||L 2 ,fe®' < ||X e ||z3h,sup / Qh= ||X e ||/9 h ,sup 

Avec les notations introduites et la formule ([H]), les deux inégalités précédentes de- 
viennent : 

et 

e 

y/ô^ < exp(-^(y)) 

D'où 

< log(— ) - 2lg{~) < logZ + 21ogC, 
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Puisque e G IQh H Z d , alors <?h(f ) > 0, donc par ce qui précède 

a e , e < 1- 

Comme h est invariante par l'action du tore compact, alors la matrice Ai est diagonale. 
On peut donc conclure à l'aide du lemme (I3.12p 

, logCard(^nZ /0 " nZti ) f 

hm — = / g h {x)dx. 

i^oo ^+1 

En remarquant que 

Card{0 G Z X e | < 0, > {flfc < 1} = Card(^ fl Z i0 " nZd ), 
eeze h nz d 

alors 

vol(0(D)) = (d + 1)! / g h {x)dx. 

Je h 

Supposons maintenant que O(D) est positif. On peut trouver un fibré en droites 

hermitien L ample sur XÇE). On a pour tout k G N, le fibré en droites O(D) (g) L est 
défini positif. Donc, par ce qui précède 

m\(D + jL) = (d+l)\ [ £o +ix VA;GN. 

Comme L est ample, alors c/l(0) > 0. Donc, on vérifie que 

9d + il>9d VA;GN, 
et par conséquent, 0^ Ç Qp + ij;. On obtient alors : 

™l(D + h) = (d+ f)! f gjî + i Z > (d + l)\ [ gjj VA; G N. 
K Je-*, i- Je- 

D'après (13.10p . on a 



lim vol(Z> + — L) = vol(0(D)) 7 

fci->oo K 



On conclut que, 

™l(Ô(D))>(d+l)\ / fe. 



□ 
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Proposition 3.14. Soit XÇE) une variété torique lisse de dimension d, et 0(D) = 
(0(D),h) un fibré en droites muni d'une métrique hermitienne continue h. On suppose 
qu'il existe une suite (hk)ken de métriques hermitiennes C°° définies positives sur O(D) 
qui converge uniformément vers h, alors 



vol(0(D)) = (d + l)! / g h . 

Démonstration. Commençons par remarquer que si h et h' sont deux métriques hermi- 
tiennes continues sur O(D), avec h < h', alors 

m\{0{D),h') < wl(0(D),h). 

En effet, il suffit de noter que pour tout Z G N, on a {s G H°(X, ID) | ||s||g Up < l} Ç |s G 
H°(X,lD)\\\ S \\ sup <l}. 

Soit h une métrique continue sur O(D) qui soit limite uniforme d'une suite de mé- 
triques C°° définies positives, {hk)k&- 

Fixons s > 0, il existe iV G N tel que pour tout n > N, on a 

{l-e)h n <h< {l + e)h n . 

Par la remarque précédente, on a 

voï(0(-D), (1 + e)h n ) < vo\(0(D), h) < vo\(0(D), (1 — e)h n ) Vn>N. (11) 

Soit a > 0. Puisque h n est C°° et définie positive pour tout n, alors 

™l{0{D),ah n ) = (tZ + 1)! / g ahn . 



ahr, 



On vérifie que g ahn = g hn - loga. Par suite, Q ahn = {x G A D \ g hn (x) > loga}. 
(fTTl). devient alors : 



(d+l)\ [ (^ n -log(l+ £ )) < vo\(0(D),h) < (d+l)\ [ (^-log(l-e)), 

J 9h n >}og{l+e) J g hn >lag(l-e) 

Comme < 4 n > log(1+e) log(l+e) < J Ad log(l+e) = vol(A D ) log(l+e) et 4 n > log(1+e) 9h n = 
ie hn 9h n - J log(1+e) > §fen > 9h n , 

0< / Qhn 

< f (& + log(l + e)) 

< (sup^ h + log(l + e))vo\(x G A D \g h (x) < log(l + e) - log(l + e), g h (x) > -log(l +£)) 
= (supp fc + log(l + e))0(e). 
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de la même manière, on obtient 



< / g hn < {supg h + log(l - e))0(e). 

où 0(s) ne dépend pas de n. 
Par suite, 

(d + l)\ [ g hn + 0{e)<wl(0(D),h)<(d+l)\ [ 9h n +0(e) Wn>N 

J&h n ^e, ln >io g (i- e ) 

(0(e) ne dépend pas de n). donc, 

vo\(0(D), h n ) + 0(s) < vo\(0(D), h) < voî(0(D), h n ) + 0(e) Vn > N. 

donc, 

lim vol(0(£>), /i„) = vo\(0(D), h). 

nt->oo 

On se propose de montrer que vol(0(D), h) = (d + l)\ f Q g. Pour cela, on va supposer que 
la suite (hk)ken es ^ croissante, ce qui est possible par [HJ proposition 4.5.7]. On a alors, 

gh<gh n+1 <gh n VugN. 

donc, Qh Q 0/i n+ i Q ©h„ Montrons que la suite de fonctions [xe h gh n )n& converge 
simplement vers Xe h gh sur M. d . on vérifie que 

\gh n ( x ) -9h(x)\ < suplfl^u) -gh(u)\ Vx G A D , Vn G N. 



Soit x G 6^, on en déduit que (xe hn (x)g hn (x) = gh n )nen converge vers gh(x). Si x ^ 
Oft, c'est à dire ^(x) < 0. Soit < e < — |^(x), il existe n tel que Vn > n on a 
I su P« G R d |^n( M ) - </h(u)| < e, on obtient que : 

9hn( x ) ^ 9h(x) + e < ~g h (x) < Vn> n Q . 
donc, x <£ Q hn sin> n , on conclut que {xe h Jh n { x ) = 0)„>„ converge vers Xh(x)g h (x). 

En écrivant J Q gh n = J Rd Xe hn £lh n on déduit par le théorème de convergence dominée 

que 



On a donc montré 



9hn = / Xe hn 9h n > / Xe h 9h = / 9 

e hn JR d n ^°° JR d Je h 

™\{0(D),h) = (d+l)\ f g h . 



h 

□ 
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Notons par IR d l'ensemble [u = (ui, . . . , Ud) \ Uj G M U {— oo, +00} pour j = 1, . . . , d}. 

Soit O(D) un fibré en droites positif On lui associe C/^j, le sous ensemble de 
défini comme suit : v G £%, s'il existe x G tel que la fonction u i-X x,u > —gjj(u) 
atteint sa borne inférieure en t> . 

Soit A un fibré en droites hermitien défini positif. Notons par g-^ la fonction associée 
à A. Si l'extension de g-^ est bornée localement sur alors on a le résultat suivant : 

Proposition 3.15. Sous ces hypothèses, on a : 

wl(S) = (d+l)! / &y. 

Démonstration. On pose g-Q +£ -j :— gjy + eg-^ pour tout e > 0. Quitte à multiplier la 
métrique de A par un réel positif non nul, on peut supposer g-^ < 0. 
Donc gô + e 2 A > 9d+ £i â si £ i ^ £ 2, ce qui donne 

9~D+eiÂ — 9~D+ £l Â- 

On en déduit, 
On a donc, 

/ 9d +£i â> 9d+s{â car #d+ £i â > OsurO^ 

/, 

/ 9d- 



> 



9d+e 2 a 



> 



Soit x G O75, montrons que (â'i) +e Â( ;r )) e >o converge vers gjy(x). Notons que cette suite 
est décroissante et minorée par çrjy(x). Soit u un élément de M d en lequel, la fonction 
u i-X x,u> —gj)(u) atteint sa borne inférieure, en d'autres termes, ù G £% associé à x. 

Comme est minorée au voisinage de ù par une constante qu'on la note par C, alors 
pour tout u G M ' proche de m et pour tout e > : 

£d +£ â(z) -£d +£ â( m ) 

=< x, u > -^n(u) - ££4-(«) 
<< rr, -u > —gjy(u) — eC. 
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On obtient alors, 
d'où la convergence. 



g-D < 9d+sâ( x ) < 9d( x ) ~ eC V £ 



Maintenant si x ^ 0^, alors il existe e > 0, tel que Vfe < e , x ^ Q-p +e Â- En effet, 
comme avant on a 

9d+sâ( x ) < 9d( x ) - eC 
Comme gjy(x) < 0, il suffit de choisir Eq tel que gjy{x) — EqC < 0. 

On a donc montré que Xe^ + -â9~d+£à converge simplement presque partout sur M. d vers 
Xe—9~D- P &r application du théorème de convergence dominée, on a 



9D+eÂ—> / 9d 



Or, 



VOl(L> + SA) = (d + 1)! / 9~D+eÂ 

J& n+eÂ 

qui converge par (13 . 10 j) . vers vol(D). 
On conclut que 



vol(D) = (d+l)! / g». 



□ 
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